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ABSTRACT 

The main theorem of a previous paper by H. Hadwiger is wrong, its inductive 
"proof" only works for the transition from an even to an odd dimension. By re- 
quiring covariance under all similarity transformations instead of homothetic 
transformations alone, we obtain a theorem which is shown to be equivalent to 
the characterization of Steiner points given by G.C. Shephard, K. A. Schmitt 
and R. Schheider. For dimensions n ~ 3 a new short proof of the latter result 
is included. 

1. Bei der BegriJndung der in der vorausgegangenen Arbeit  [1] formulierten 

Kennzeichnung des Steinerpunktes ist dem Verfasser leider ein bedauerlicher 

I r r tum unterlaufen. Im Nachweis yon  Lemma 1, S. 172, Zeilen 8-6 vu, wird 

ausgesagt, dass sich die Eigenschaften 2.1 bis 2.4 der Funkt ion  ~ sinngem~iss 

auf  q s  bezogen auf  die Grundebene  G iJbertragen. Dies trifft jedoch fiir die Anti-  

symmetric 2.4 nicht zu. Der  Induktionsbeweis ist an dieser Stelle unterbrochen 

und Lemma 1 ist nur  richtig, wenn die Dimension n ungerade ist. In  der Tat 

wird dann  nach [2], S. 62 (69), einerseits ~ (aP)  = ~ (P ) ,  nach der vorausgesetzten 

Antisymmetrie 2.4 andererseits q~(aP)=  - ~ ( P ) ,  so dass ~ ( P ) =  0 resultiert. 

Die weitere Konsequenz  ist nun die, dass Lemma 2 auch nur  fiir ungerade Di- 

mensionen richtig bleibt, und dass der Hauptsa tz  der Arbeit  nur  unter einer 

zus/itzlichen Voraussetzung giJltig ist.* 

In modifizierter F o r m  lautet er:  

SATZ. Es gibt eine und nur eine additive, homothetieaequivariante und 

stetige Abbildung der Eik6rperklasse ~" in den Raum E n, niTmlich die, welche 

* Die Einsicht, dass der Satz unter den ursprfinglichert schwachen Voraussetzungen falsch ist, 
verdankt der Verfasser Hinweisen der Herren W. Barthel, G. Ewald und R. Schneider, die 
sich anschliessend an das Kurzreferat an der Jahrestagung tier DMV 1969 in fretmdlicher 
Weise um die Kl~irung der Frage bemiihten. 
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dem Eikfrper seinen Steinerpunkt zuweist, vorausgesetzt, dass n ungerade ist 

und dass die Abbildung flit  uneigentliche EikOrper bereits den Steinerpunkt 

liefert. 

Es sei daran erinnert, dass wir einen Eik/3rper A e ~" uneigentlich nennen, 

wenn dim A < n ausffillt. 

Wir wollen auf eine einfache Anwendung dieses Satzes hinweisen: Es sei n = 3 

und f eine additive, homothetieaequivariante und stetige Abbildung f :  a s ~ E a 

und es gelte A ~ ~2 C ~3 => f (A)  = s(A), wo s(A) den Steinerpunkt yon A an- 

zeigt. Dann gilt A ~ ~a => f (A)  = s(A). Vergleiche hierzu die Verwendung dieser 

Schlussweise am Ende der vorliegenden Arbeit. 

Es soll noch vermerkt werden, dass sich die in der Note [1] er6rterten Integrale 

1.5, 1.7 und 1.10 aufgrund passender integralgeometrischer Umrechnungen aus 

der Shephardschen Darstellung 1.8 gewinnen 1assert. 

2. Die Darlegungen des ersten Abschnittes machen es klar, dass eine axio- 

matische Charakterisierung des Steinerpunktes aufgrund der gew6hnlichen 

Additivit/it nur m~3glich sein wird, wenn neben der zunfichst wohl noch unver- 

meidbaren Stetigkeit eine starke Aequivarianz gefordert wird. Am n/ichsten liegt 

es, eine Aequivarianz gegeniiber der Gruppe der Aehnlichkeitsabbildungen zu 

verlangen. - -  Wie bereits in [1] ausgefiihrt worden ist, haben G. C. Shephard [3] 

und K. A. Schmitt [4] andererseits eine analoge Kennzeichnung mit derAdditivitfit 

im Minkowskischen Sinne gegeben. Der hier folgende Nachtrag bezieht sich auf 

die Frage, wie die beiden bisher ins Auge gefassten Charakterisierungen des 

Steinerpunktes miteinander zusammenh/ingen. Um die Problemlage klar zu er- 

fassen, sollen die beiden in Frage kommenden Kennzeichnungen im Sinne einer 

Gegeniiberstellung vollst/indig formuliert werden. 

Zunfichst haben wir die Erkl/irung der hierbei wesentlichen Eigenschaften einer 

Abbildung f:  ~" ~ E" der Klasse ~" der Eik/Srper A c E" des n-dimensionalen 

euklidischen Raumes E" in den Raum En kurz zusammenzufassen: Die Abbildung 

f ,  die jedem Eik6rper A ~ ~" einen Punkt f (A)  E E" zuordnet, heisst additiv im 

Minkowskischen Sinn, additiv, /ihnlichkeitsaequivariant und stetig, wenn 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

A, B ~ ~" ~ f ( A  + B) = f (A)  + f (B) ,  

A, B, A t.3 B e ~" ~ f (A k) B) + f ( A  N B) = f (A )  + f (B ) ,  

A ~ " ,  ~ K  n ~ f(~A)=~cf(A) 

A, A, • ~" (i = 1, 2 , . . . ) ,  A, ~ A (i --* c~) ~ f(A~) ~ f (A)  (i ~ co), 
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gilt, wobei die VerkniJpfung + die vektorielle Addition, K" die Gruppe der 

Aehnlichkeitsabbildungen re: E"--* E" ist und die Konvergenz --, sich auf die 

in der Eik~Srperklasse ~" iibliche Metrik bezieht. 

Die spezielle Abbildung f = s, die jedem Eik6rper A seinen Steinerpunkt s(A) 

zuweist, erKillt simultan alle vier Forderungen (1) bis (4). 

Die beiden S~itze, die wir einander gegenfiberstellen wollen, lauten nun wie 
folgt: 

SATZ a. Ist f additiv im Minkowskischen Sinn, gihnlichkeitsaequivariant und 

stetig, so gilt f = s. 

SATZ b. Ist f additiv, gihnlichkeitsaequivariant und stetig, so gilt f = s. 

Die beiden S~itze driicken aus, dass der Steinerpunkt durch die Eigenschaften 

(1), (3), (4) einerseits und dutch (2), (3), (4) andererseits charakterisierbar sei. 

Wir k6nnen an dieser Stelle nicht auf die Beweisfiihrung der beiden Aussagen 

eintreten, so dass wit die Frage ihrer allgemeinen Richtigkeit hier often lassen 

miissen, sondern wir wollen lediglich ihre Aequivalenz nachweisen. Satz a ist 

fiir n = 2 von G. C. Shephard [3] bewiesen worden und fiir n > 2 ist er mit dem 

yon K. A. Schmitt [-4] dargelegten Satz gleichwertig, indem die Aehnlichkeits- 

aequivarianz (3) in Zusammenwirkung mit den beiden andern Eigenschaften (1) 

und (4) leicht aus der schw~icheren Bedingung der Aequivarianz gegeniiber der 

Gruppe der kongruenten Abbildungen gefolgert werden kann. Satz b werden wit 

im letzten Abschnitt fiir n = 2 beweisen* und dann aufgrund des im ersten Ab- 

schnitt formulierten, gegeniiber [1] berichtigten Satzes, die Giiltigkeit weiter fiir 

n = 3 folgern. 

Wit fiJhren nun den in Aussicht gestellten Aequivalenzbeweis; (ba) Aus Satz  b 

folgt  Satz  a. 

Wir setzen voraus, dass f die Voraussetzungen (1), (3), (4) yon Satz a erfiillt. 

Nun gilt fiir A, B, A L)B ~ E" die leicht verifizierbare Beziehung 

(5) (A w B) + ( a n  B) = ,4 + B, 

die beispielsweise von G. T. Sallee [5] S. 77, unten, implizite zur Begriindung 

der additiven Eigenschaft yon s herangezogen wurde. 

* Herr R. Schneider hat dem Verfasser gegeniiber erw~ihnt, dass ihm ein Beweis in diesem 
Fall bereits bekannt ist, der yon Herrn Ch. Berg gefunden wurde (Geometrietagtmg in Ober- 
wolfach, Juni 1969). 
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Aus (1) folgert man fiber (5) unmittelbar (2), so dass f also die Voraussetzungen 

(2), (3), (4) von Satz b erffillt. Hieraus fo lg t f  = s, also die Behauptung von Satz a.* 

(ab) Aus Satz a folgt Satz b. 

Wir setzen voraus, dass f die Voraussetzung (2), (3), (4) yon Satz b erffillt. 

Ist n = 1, so folgt f = s in trivialer Weise. Es sei n > 1 und f = s sei bereits 

ffir alle Dimensionen < n sichergestellt. Mit einem beliebig gew~ihlten Einheits- 

vektor u bilden wir mit dem Skalarprodukt 

(6) ~,(A) = <f(A) - s(A), u> 

ein fiber ~" definiertes Funktional. Im Hinblick darauf, dass sowohl f als auch s 

additiv sind, schliesst man mit der Induktionsannahme, dass (I) u einfach additiv 

ist, so dass also 

(7) A,B,A  U B ~ ' ,  dim(At3 B) < n ~qb.(A UB)  = qb.(A) + qb.(B) 

gilt. Da f u n d  s welter die Eigensehaften (3) aufweisen, folgt einmal die Transla- 

tionsinvarianz 

(8) A ~ ¢" ,  t e E" =~ (I).(A + t) = (I),,(A) 

sowie auch die Linearit~it beztiglich Dilatation 

(9) A ~ ~ ' ,  0 < ). < oo => (I).(2A) = 2(I).(A). 

Mit einem Zerlegungssatz, der sich auf die Minkowkische Addition zweier 

Eipolytope P, Q siR" in der Teilklasse R" c E" der konvexen Polyeder bezieht 

(vgl. [2], S. 63 (72)) gilt 

(10) ~u(P + Q) -- Cbu(P) + agu(Q). 

Da nun s die Forderung (1) erffillt, schliesst man mit Ansatz (6) 

(11) <f(P + Q), u> = <f(P)  + f(Q), u>, 

und da dies ffir alle u riehtig ist, weiter auf 

(12) f (P  + Q) = f (P)  + f (Q) .  

Mit der Stetigkeit (4) yon f resultiert jetzt, dass auch f im Minkowskischen Sinn 

additiv ist, und somit den Voraussetzungen (1), (3), (4) yon Satz a geniigt. Dem- 

naeh muss f = s sein, womit die Behauptung von Satz b auch ffir die Dimension n 

folgt, womit der Induktionsbeweis beendet ist. 

* Auf die fiberrasehend einfach¢ M/Sglichkeit dieser Schlussweise (ba) ist der Verfasser yon 
Hen'a G. Ewald aufmerksam gemacht wordert. 
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3. In diesem letzten Teil erbringen wir einen Beweis yon Satz b ftir n = 2 

und n = 3. Mit der im vorausgehenden Abschnitt gesicherten Aequivalenz ist in 

diesen Fgllen auch Satz a nachgewiesen. 

Wir begrtinden vorbereitend einen Hilfssatz*, den wit aus methodisch-tech- 

nischen Griinden ffir die Gaussche Ebene G der komplexen Zahlen z e G, die 

in der tiblichen Weise auch als Punkte interpretiert werden, formulieren wollen. 

Mit ~ bezeichnen wir die Klasse der Eibereiche A c G. Translation und zentrierte 

Aehnlichkeitsabbildung yon G in sich k6nnen durch komplexe Zahlen w repr~i- 

sentiert werden, und die entsprechenden Abbildungen yon Eibereichen lassen 

sich durch 

w + A = { z ~ G ;  z =  w + a,  a ~ A }  

wA = { z e G ;  z = wa,  a e A }  

darstellen. Es gilt nun das 

LEMMA. Ist  Z: ~ ~ G eine Abbildung der Klasse ~ in G, die jedem Eibereich 

A e ~  die komplexe Zahl  z(A) der Gausschen Ebene G einfach additiv, trans- 

lationsinvariant, ~ihnlichkeitsaequivariant und stetig zuordnet, so dass also die 

Forderungen 

(1) A, B, A u B e ~ ,  dim(A n B) < 2 =~ z(A U B) = z(A) + z(B), 

(2) A ~ ~ ,  w ~ G =~ z(w + A) = z(A),  

(3) A e ~ ,  w~ G ~ z(wA) = wz(A),  

(4) A, A i ~ ~(i  = 1, 2 , . . . ) ,  A i ~ A(i --+ ee) =~ z(a,) ~ z(A) (i --* oe) 

erfiillt sind, so ist sie trivial, dh. es gilt z(A) = 0 f l i t  alle A ~ ~ .  

Beweis. Es bezeichne D[O], 0 < O < r c / 2 ,  das rechtwinklige Dreieck 

conv(po, p l ,p )  mit den Eckpunkten Po = 0, pl = 1 und p = co s~e  i° (i = ima- 

gin~ire Einheit), das also eine in der reellen Achse von G liegende Hypothenuse 

der Lfinge 1 und den linksseitigen Basiswinkel ~ aufweist. Abktirzend schreiben 

wit 

z(O[~])  = z(~) .  

* Herr P. Mani hat dem Verfasser w~ihrend der Entstehung dieser Note einen anderen Beweis 
dieses Lemmas, das mit Satz b gleichwertig ist, zur Verfiigung gestellt. 
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Mit der Zerlegung yon D[rc/4] in zwei kleinere kongruente, mit dem ursprfing- 

lichen ~ihnliche Dreiecke resultiert mit (1) bis (3) 

z(rc/4) = (1/~/2) (e 3i~/4 + e -  3~/4)z(~/4) = ~/2cos(3rc/4)z(~/4) 

oder z(rc/4)= -z(~z/4), so dass wit 

(5) z(Tr/4) = 0 

vormerken k~nnen. Es sei weiter ~, fl > 0, ~ + f < re/2. Zeichnen wir die Figur, 

die durch Ueberlagerung der beiden Dreiecke D[c~ +/~] and D[//] entsteht 

(vgl. Abb.), so ergibt die Auswertung der vorliegenden elementargeometrischen 

Zerlegungsm6glichkeit mit (1) bis (3) die Beziehung 

(6) z(c~ + fl) = pei~z(oO - iqei(~+~)~(cO + z(fl), 

wobei p = cos(e + fl)/cose, q = sin/~/cosc~ die Schenkell~ingen des sich mit 
D[e + fl] n D[/~] ergebenden Dreiecks bezeichnen (vgl. Abb.). Mit (6) resultiert 
die Aussage 

(7) z(00 = 0, z(/~) = 0 => z(• +/~) = 0. 

Setzen wir in (6) we i t e r ,  =/~ = ~ ,  0 < ~ < re/4, so ergibt sich 

(8) z(2~) = (pei¢+ 1)z(~) - iqe2i~'3(~) 

mit p = cos 2~k/cos ~k, q = tg ~k. Direkte Ausrechnung best~itigt die Richtigkeit 
der Aussage 

(9) z(Z~k) = 0 =~ z(~) = 0. 

Sind k und m natiirliche Zahlen, 1 < m < 2 k+~ , so gelangt man ausgehend yon 

(5) mit iterierter Anwendung, yon (7) und (9) zum Ergebnis z(mrc/2 k+z) = O. 
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Die Stetigkeit (4) erlaubt jetzt den Schluss, dass fiir einen beliebigen Winkel $ ,  

0 < $ < re/2, ebenso z($) = 0 gelten muss. Wegen (2) und (3) ist f'tir jedes recht- 

winklige Dreieck D ~ G offenbar z(D) = 0. In gel/iufiger Weise schliesst man 

mit (1), dass ftir jedes Eipolygon P c G auch z(P) = 0 und mit (4) weiter, dass 

ffir alle Eibereiche A ~ G z(A)  = 0 ausf/illt, wzzw. 

Nun kann man Satz b fiir n = 2 miihelos folgern. In der Tat:  Bezeichnen 

x[p]  und y[p]  die Koordinaten eines Punktes p ~ E 2 beztiglich eines orthogonalen 

Systems, so wird durchAnsatz z(A) = ( x [ f ( A ) ]  - x[s(A)])  + i ( y [ f ( A ) ] - y [ s ( A ) ] )  

eine Abbildung der Eibereichsklasse ~2 ,  die wir mit der Klasse ~ des Lemmas 

identifizieren wollen, in die Gaussche Ebene G angezeigt, welche die Forderungen 

(1) bis (4) des Lemmas erfiillt. Hierbei ist die triviale Richtigkeit des Satzes 

ftir n = 1 mitzuberiicksichtigen. Mithin muss ftir alle A ~ ~2 z(A) = 0,  und damit 

f ( A )  = s(A) gelten. Damit  ist Satz b ffir n = 2 nachgewiesen. 

Die Gtiltigkeit yon Satz b fiir n = 3 ist nun weiter ein Korollar des im ersten 

Abschnitt formulierten Satzes, wobei der Aufstieg von n = 2 auf  n = 3, wie 

ersichtlich, die schw/~chere Homothetiaequivarianz an Stelle der Aehnlichkeits- 

aequivarianz beansprucht. Darin liegt auch die Besonderheit dieses Fortsetzungs- 

satzes. 
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